Kapitel 4

Relationen und Abbildungen

Verstandnisfragen

Sachfragen
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Was ist eine Relation?

Beschreiben Sie die Komposition von Relationen!
Was ist eine inverse Relation?

Was versteht man unter einer identischen Relation?
Was ist eine Aquivalenzrelation?

Erlautern Sie die Eigenschaften reflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, asymmetrisch und
transitiv einer Relation! Nennen Sie Beispiele!

Was ist eine Partition?

Erlautern Sie den Zusammenhang zwischen Partitionen und Aquivalenzrelationen!
Was ist eine teilgeordnete Menge?

Was ist eine strikte Teilordnung?

Erlautern Sie den Begriff der oberen bzw. unteren Schranke und des Supremums und Infi-
mums!

Was ist ein minimales und was ist ein maximales Element einer teilgeordneten Menge?
Was versteht man unter einer vertraglichen Ordnung in einer teilgeordneten Menge?
Was ist eine topologische Sortierung?

Was ist eine Abbildung?

Was ist eine Funktion?

Erlautern Sie die Eigenschaft rechtseindeutig fur eine Relation!

Was ist der Graph einer Funktion?

Was ist ein Definitions- und ein Wertebereich?
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35.

Wias ist das Bild einer Abbildung?

Erlautern Sie die Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv von Abbildungen!
Was ist eine inverse Abbildung? Wann existiert sie?

Erlautern Sie den Zusammenhang zwischen Relationen, Abbildungen und Datenbanken!
Wann sind zwei Mengen gleichmachtig?

Was ist eine abzahlbare Menge?

Was beschreibt das Symbol Xy?

Wie kann nachgewiesen, dass Z abzahlbar ist?

Wie kann nachgewiesen, dass Q abzahlbar ist?

Wie kann nachgewiesen, dass R tUberabzahlbar ist?

Erlautern Sie das Cauchy’sche Diagonalisierungsschema!

Erlautern Sie das Cantor’sche Diagonalisierungsschema!

Erlautern Sie den Zusammenhang zwischen Mengen und Abbildungen!

Wie kann nachgewiesen werden, dass die Menge aller Algorithmen abzahlbar ist?

Wie kann nachgewiesen werden, dass die Menge aller totalen Abbildungen f : M* — M*
Uberabzéhlbar ist?

Gibt es nicht-berechenbare Funktionen?

Methodenfragen

1
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10.
11.
12.
13.
14.

Die verschiedenen Darstellungsmdglichkeiten fur Relationen anwenden kdnnen.
Die Komposition von Relationen bilden kdnnen.

Far eine gegebene Relation entscheiden kdnnen, welche Eigenschaften sie hat.
Fur eine gegebene Aquivalenzrelation die Aquivalenzklassen bilden kénnen.
Entscheiden kénnen, ob eine Aquivalenz- oder Ordnungsrelation vorliegt.

Ein kartesisches Produkt lexikographisch anordnen kénnen.

Elemente aus M* fUr ein gegebenes Alphabet lexikographisch anordnen kdnnen.

Supremum, Infimum, minimale und maximale Elemente einer teilgeordneten Menge bestim-
men kdnnen.

Das Hasse-Diagramm einer teilgeordneten Menge konstruieren kénnen.

Far eine teilgeordnete Menge eine topologische Sortierung bestimmen kénnen.
Definitions- und Wertebereich einer Abbildung bestimmen kdnnen.

Werte einer gegebenen Abbildung und insbesondere einer Funktion bestimmen kénnen.
Abbildungen und inshesondere Funktionen verketten konnen.

Den Graphen einer Abbildung und insbesondere einer Funktion darstellen kénnen.
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15.

Feststellen kénnen, ob eine gegebene Abbildung bzw. Funktion injektiv und/oder surjektiv
ist.

16. FUr eine bijektive Abbildung die inverse Abbildung angeben kdnnen.
17. Die inverse Funktion einer bijektiven Verkettung von Funktionen bilden kdnnen.
18. Projektion, Restriktion und Verbund flr gegebene Relationen bilden kdnnen.
19. Fur eine unendliche Teilmenge von N nachweisen kdnnen, dass sie abzahlbar ist.
20. Funktionswerte der Funktion ¢ : M* — N fur ein gegebenes Alphabet berechnen kénnen.
Ubungsaufgaben
1. Stellen Sie die Relation R = {(1,2), (1,5), (1,6), (2,2), (2,4), (3,4), (3,6), (4,6), (5,5)} auf
M = {1,2,3,4,5,6} als Pfeildiagramm, als Tabelle, als gerichteter Graph und als binare Ma-
trix dar!
Ldsung:
Die Darstellung als bindre Matrix ist gegeben durch
01 0011
010100
0 00 101
0 00 0 O01
0 00010
0000 OO
In Tabelle 4.1 sehen Sie die Tabellendarstellung; in den Abbildungen 4.1 und 4.2 die Pfeildar-
stellung und der gerichtete Graph.
Xy
112
1|5
1]6
212
2|4
314
3|6
416
5|5
Tabelle 4.1: Die Tabellendarstellung zur Aufgabe 1
2. Bilden Sie fiir Ry = {(a,b), (a,c)} und R, = {(b,d), (c,a)} die Kompositionen R, * o R; * und
Ry1oR,
Losung:
Ry,YoR;* ={(d,a),(aa)},R;toR T = {(bc),(c,c)}.
3. Ist fur reflexive Relationen Ry, R, € M? die Komposition Ry o Ry € M? reflexiv? Beweisen

Sie, dass fur reflexive Relationen R C R o R gilt!

Ldsung:
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1 1
2 2
3 3
4 4

6 6 1@2 3

Abbildung 4.1: Das Pfeildiagramm zur Abbildung 4.2: Der gerichtete Graph zur
Aufgabe 1 Aufgabe 1

Wenn beide Relationen reflexiv sind, dann ist (x,x) € R; und (x,x) € R, fur alle x € M.
Zu zeigen ist, dass auch Vx € M (x,X) € R, o Ry gilt. Das folgt aber aus der Definition der
Komposition.

Fur (x,y) € R mussen Sie (x,y) € Ro R nachweisen. R ist reflexiv, also ist (x,x) € R. Mit
(x,y) € Rfolgtdann (x,y) € RoR.

. Ist die Aussage R o R C R aquivalent zur Definition einer transitiven Relation?

Losung:
Wenn Sie aufschreiben, was R o R C R bedeutet, steht da die Definition der Transitivitat!

. Geben Sie samtliche Partitionen der Menge M = {9,12,21} an. Weisen Sie nach, dass R =
{(x,y) € M? | x hat die gleiche Quersumme wie y} eine Aquivalenzrelation ist, und bestim-
men Sie die Aquivalenzklassen!

Ldsung:

Die moglichen Partitionen sind K; = 0,K; = M;K; = {9}, Ky = {12},K3 = {21};K; =
{9}, K2 = {12, 21}, K]_ = {12}, K2 = {9, 21}, K]_ = {21}, K2 = {9, 12}

Dass die angegebene Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, kdnnen Sie leicht nach-
rechnen. Die Aquivalenzklassen sind [9] = {9}, [12] = {12,21}.

. Welche der folgenden Relationen sind Aquivalenzrelationen, wenn M die Menge aller Men-
schen und W die Menge aller Wassertiirme in Deutschland darstellt? Ry = {(x,y) € M? | x
ist am gleichen Tag wie y geboren}, Rip = {(n,m) € N? | n+m = 10}, Ry = {(X,y) € W? | x
ist hoher als y}.

Ldsung: )
Rm ist eine Aquivalenzrelation.

Ry ist keine Aquivalenzrelation, denn sie ist nicht reflexiv, (4,4) ¢ Ro.
Rw ist keine Aquivalenzrelation, sie enthalt Giberhaupt kein Paar (x, x).

. Die Relation R C N? x N soll gegeben sein durch ((a,b), (c,d)) € R< a-d=b-c.IstReine
Aquivalenzrelation?

Losung:
Reflexivitat: ist (a,b) € N? ein Paar von naturlichen Zahlen, dannist ((a, b), (a,b)) € R, denn
esista-b=b-a.
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10.

11.

Symmetrie: falls ((a,b),(c,d)) € R,dannista-d = b-c. Dannistauch c-b = d-a, und
((c,d), (a,b)) € R.

Transitivitat: falls ((a, b), (c,d)) € Rund ((c,d), (e, f)) €, dann muss nachgewiesen werden,
dann auch ((a,b), (e, f)) € R.

Esista-d=b-cundc-f =d-e; damit gilt auch

p_ad_de
c c
Dann gilt
a.f:aﬂzﬂ.e:b.e'
c c

Damit ist R eine Aquivalenzrelation.

Welche der folgenden Mengen von Teilmengen von M = {1,2,3,4,5,6} ist eine Partition:

To = {{1,2},{2,3,4},{4,5,6}}, T2 = {{1},{2,3,6},{4},{5}}, Ts = {{2,4,6},{1,3,5}},
Ts = {{1,4,5},{2,6}}?

Losung:
T ist keine Partition, denn {1,2} N {2,3,4} = {2} # 0.

T, und T3 sind Partitionen, die Teilmengen sind disjunkt, als Vereinigung erhalten Sie M.

T, ist keine Partition; die Teilmengen sind zwar disjunkt, aber in der Vereinigung fehlt das
Element 3 € M.

Welche der folgenden durch binare Matrizen gegebenen Relationen sind Teilordnungen?
1010
101 110
R = (128) Ry = (818) Ry= (gﬁg).
001 111 1101

Losung:

Alle drei Relationen sind reflexiv, denn auf der Diagonalen steht 1.

Ry ist nicht antisymmetrisch, denn sowohl das Element 23 und 32 der Matrix ist Null. Also
kann R; keine Teilordnung sein. Auch Rj ist nicht antisymmetrisch, da sowohl das Element
12 als auch das Element 21 der Matrix 0 ist. Ry ist antisymmetrisch; denn fur ein Element a;;
der binaren Matrix miti # j mit a;; = 0 ist a;; = 1 bzw. fur a;; = list a;; = 0.

R, ist auch transitiv; es gilt R, o R, = R,. Damit ist R, eine Teilordung.

Beweisen Sie, dass fur die teilgeordnete Menge (M, R) auch (M, R~1) eine teilgeordnete Men-
ge ist.

Losung:

Wenn R reflexiv ist, dann ist auch R~! reflexiv. Auch die Antisymmetrie fir R~1 ist klar,
wenn R antisymmetrisch ist; und mit dem gleichen Argument ist R~ transitiv, wenn R diese
Eigenschaft hat.

Essei S = {1,2,3,4}. Als Ordnung sei die lexikographische Ordnung mit < auf S? gegeben.
Finden Sie alle Paare in S?, die kleiner als (2,3) oder gréRer als (3, 1) sind!

Losung:
Kleiner als (2, 3) sind alle Paare, die als erste Komponente eine 1 haben, und die beiden Paare
(2,1) und (2, 2).

)
GroRer als (3,1) sind alle Paare, deren erste Komponente groRer als 3 sind, und die Paare
(3,2),(3,3),(3,4).
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12. Ordnen Sie die Bitstrings 0, 01, 11, 001, 010, 011, 0001 und 0101 lexikographisch an, mit der
Teilordnung 0 < 1 fur ein Bit!

Losung:
Esist 0 < 0001 < 001 < 01 < 010 < 0101 < 011 < 11.

13. Zeichnen Sie das Hasse-Diagramm fur die Teilbarkeit ohne Rest auf den Mengen M; =
{1,2,3,4,5,6,7,8}, My = {1,2,3,5,7,11,13}, M3 = {1,2,3,6,12,24,36,48} und My =
{1,2,4,8,16,32,64}!

Losung:
Die Diagramme finden Sie in Abbildung 4.3.

64

48

24 36

N

N

-

Abbildung 4.3: Die Hasse-Diagramme ftr Aufgabe 13

14. Gegeben ist die teilgeordnete Menge ({3, 5,9, 15,24,45},|). Geben Sie die maximalen und
minimalen Elemente an! Geben Sie alle oberen Schranken fir die Teilmenge {3,5} und das
Supremum an, falls es existiert. Bestimmen Sie die unteren Schranken der Teilmenge {15, 45}
und das Infimum, falls es existiert.

Losung:
24 und 45 sind maximale Elemente, 3 und 5 minimale Elemente.
15 und 45 sind obere Schranken fur {3,5}. Das Supremum ist 15.
15, 5 und 3 sind untere Schranken fur {15, 45}, das Infimum ist 15.
15. Fur eine Menge M und ihre Potenzmenge P(M) sollen die Teilmengen A, B C M betrachten

werden. Begriinden Sie, dass AN B das Infimum und A U B das Supremum von {A,B} €
P(M) ist!
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Losung:

AN B ist sicher eine untere Schranke fir {A,B}, dennesist ANB C A, ANB C B. Ange-
nommen, es gibt eine untere Schranke, also eine Teilmenge U € P(M) mit ANB C U und
U C A, U C B. Essoll also ein x € U geben, das nicht in AN B liegt, aber in beiden Mengen
A und B. Dann muss es im Schnitt liegen, ein Widerspruch. Also ist der Durchschnitt AN B
das Infimum.

Analog wird fur A U B argumentiert. Die Vereinigung ist sicher eine obere Schranke fur
{A,B}. Und es kann keine kleinere obere Schranke geben; eine Annahme kann zum Wider-
spruch gefuhrt werden.

16. Bestimmen Sie eine topologische Sortierung fur die teilgeordnete Mengen in 4.17 und 4.4!

h

f g

d e

b c
a

Abbildung 4.4: Hasse-Diagramme fur Aufgabe 16

Losung:

Far die Teilordnung aus Abbildung 4.17 gibt es keine eindeutige topologische Sortierung; ei-
ne Mdaglichkeit ist a, ¢, b, e, d, g, f, h, j. Den Verlauf fur diese Lésung sehen Sie in Abbildung
4.5.

Far die linke Teilordnung in Abbildung 4.4 ist eine topologische Sortierung gegeben durch
a,b,d, c,e g, f,h. Den Verlauf fur diese Losung sehen Sie in Abbildung 4.6.

Far die rechte Teilordnung in Abbildung 4.4 ist eine topologische Sortierung gegeben durch
¢, f,g,ab,ed,ih,jk I, m Den Verlauf fur diese Losung sehen Sie in Abbildung 4.7.

] h j h ]
g
d
b

h
a
h
'h\Ij eh o ol
f

Abbildung 4.5: Lésung fur die Teilordnung aus Abbildung 4.17 im Buch

f g f 9 f
e d
17. M sei die Menge aller Bitfolgen. Welche der folgenden Relationen aus M x N ist eine Abbil-

dung: f1(x) ist die Position einer 0 in x; fy(x) ist die Anzahl der 1 in x, f3(x) ist die kleinste
nattrliche Zahl i, sodass das i-te Bit eine 1 ist; dabei wird fir das leere Wort f3(e) = 0 gesetzt.
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Abbildung 4.6: Lésung fur die Teilordnung aus Abbildung 4.4 links
| |

k m k m
h g h
e f e
a b c a b
| |
k m k m
h h
e
| |
k m I\k/~m
J
h

Abbildung 4.7: Losung fur die Teilordnung aus Abbildung 4.4 rechts

Losung:

f1 ist keine Abbildung; fur die Bitfolge 1010 gibt es den Wert 2 und den Wert 4.

f, ist eine Abbildung; sie ist eine rechtseindeutige Relation.

f3 ist eine Abbildung, denn sie ist eine rechtseindeutige Relation. Allerdings gibt es Bitfolgen,
fur die es keine Werte gibt wie beispielsweise 00.

18. Geben Sie die folgenden Werte an: |1,1], [3], |3+ [3]] und [ § - |3]]. Weisen Sie die folgen-
den Eigenschaften nach: [x +m| = [x| +m, [x+m] = [x] + mflurm € Z.

Losung:
Die gesuchten Werte sind

L1 =1=[1 15+ T3l =5+ =113 7)) =3 1) =
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19.

20.

21.

22.

[Xx+m]|=|x]+m:
Angenommen, es ist x| = n € Z. Dann ist die Ungleichung n < x < n + 1 erfullt. Wenn Sie
zu dieser Ungleichungskette m addieren, erhalten Sie

n+m<x+m<n+m-+1.

Dann ist aber offensichtlich [x+m| =n+m = [x| +m.
[X+m]=[x]+m:

Angenommen, es ist [x| = n € Z. Dann ist die Ungleichung n — 1 < x < n erfullt. Wenn Sie
zu dieser Ungleichungskette m addieren, erhalten Sie

n+Fm—-1<x4+m<n+m.
Dann ist aber offensichtlich [x +m] =n+m = [x]| + m.

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen f : Z — Z auf Injektivitat, Surjektivitat und
Bijektivitdt: fy(n) = n—1, fo(n) = n? + 1, f3(n) = n?, f4(n) = [3].

Ldsung:
f; ist bijektiv. Sie ist injektiv, aus f(n) = f(m) folgtn —1 = m — 1 und damit n = m. Sie ist
surjektiv, denn fr m € Z ist das Urbild gegeben durchm + 1: f(m+1) = m.

f, ist weder injektiv noch surjektiv. Sowohl n als auch —n € Z haben das gleiche Bild f,(n) =
fo(—n) = n2+1. Alle ganze Zahlen kleiner als 1 haben kein Urbild, denn es ist n24+1>1.

f3 ist injektiv, denn aus f3(n) = f3(m) folgt n® = m3 und auch n = m. Sie ist nicht surjektiv,
fur 2 gibt es keine ganze Zahl mit n® = 2.

f ist nicht injektiv, denn es gilt f4(1) = [3] = 1 = [3] = f4(2). f4 ist surjektiv. Fir m € Z ist

das Urbild gegeben durch 2m.

Bestimmen Sie fur die reellen Funktionen f(x) = x + 1, g(x) = 2x und h(x) = x? die Verket-
tungen fog,foh,gof,goh,hofundhog!

Losung:

Es gilt
(fog)(x) =2x+1,
(foh)(x) =x?+1,
(go f)(x) =2(x+1),
(goh)(x) = 2x2,
(hoh)(x) = (x4 1),
(hog)(x) = 4x?

Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen f; : R — R: f{(x) = [2x], fa(x) = [5],
fa(x) = x|+ [3], fa(x) = [2x] - [3].

Losung:
Die Graphen finden sie in Abbildung 4.8.

Finden Sie fiir f(x) = | x| die folgenden Bilder der inversen Funktion: f~1(0), f~1({—1;0,1}),
f=1({x]0 < x < 1}).

Losung:
f=1(0) =[0;1); f~1({-1;0,1}) = [-1;2); f1({x|0 < x < 1}) = 0.
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Abbildung 4.8: Die Graphen fur Abbildung 21. Oben links f;, oben rechts f,, unten links f3, unter rechts f,4

23.

24.

Geben Sie an, welche der folgenden Mengen abzéhlbar ist, und geben Sie die Zuordnung
zwischen N und den abzéhlbaren Mengen an: die negativen ganzen Zahlen, die ungeraden
naturlichen Zahlen, die reellen Zahlen zwischen 0 und % und alle ganzen Zahlen, die ein Viel-
faches von 7 sind.

Ldsung:

Die negativen ganzen Zahlen sind abzahlbar; die Zuordnung ist einfach gegeben durch —n
fur n € N. Auch die ungeraden Zahlen sind abz&hlbar; sie sind eine Teilmenge einer abzéhl-
baren Menge. Die Zuordnun ist gegeben durch 2n + 1 fur n € N.

Die reellen Zahlen zwischen 0 und % sind Uberabzahlbar; die Diagonalisierung kann genauso
wie im Fall [0; 1] durchgefuhrt werden.

Alle Vielfachen von 7 sind abzéhlbar. Z ist abzéhlbar, und mit 7z fr z € Z ist eine Zordnung
gegeben.

Bestimmen Sie die Funktionswerte der Abbildung ¢ : M* — N fir das Alphabet Mg =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} fur die folgenden Worte: w; = 55, w, = 101, w3 = 999. Bestimmen
Sie fur das Alphabet M, = {0, 1} die Funktionswerte fur die folgenden Worte: w, = 0101,
ws = 00011, wg = 111000.

Losung:
¢(wy) =6-11+6-121 = 792.

)
d(wy) =2-114+1-112 42113 = 2805,
$(wz) =10-11+10-11% +10- 113 = 14 630.
d(wg) =1-3+2-324+1-3%42.3% =210.
(ws)

(We)

p(ws) =1-3+1-324+1.3342.344+2.3%=687.
p(wg) =2-3+2-324+2-3%4+1.3*+1-3%41-.36=1131.



